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Contenido

1 Modelo

2 Amenazas no créıbles

3 Racionalidad Secuencial

4 Aprendizaje

5 Creencias no créıbles
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Modelo

En muchas circunstancias de interacción estratégica, los
agentes no pueden observar lo que han jugado sus adversarios
en el pasado. Esto motiva el siguiente modelo.

Definition

Un juego en forma extensiva de información (perfecta o
imperfecta) es una estructura de la forma:

Γ = (N,K ,R,Z , {Ki}i=1,...,n , {Hi}i=1,...,n , {A(k)}k∈K\Z , {ui}i=1,...,n)

donde:
Para i = 1, ..., n; Hi es una partición de Ki . Cada h ∈ Hi denota un conjunto de información. Las
particiones Hi son la estructura de información de lo agentes en el juego.

Para i = 1, ..., n, y k ∈ Ki , A(k) denota las acciones posibles del jugador i en el nodo k. Denotamos un
elemento de a ∈ A(k) por ak . Dados k y k′ ∈ h ∈ Hi debe complirse que A(k) = A(k′). Abusando un
poco del lenguaje definimos A(h) = A(k), k ∈ h y denotamos una acción a ∈ A(h) por ah.
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Modelo: Estrategia

Definition

Sea Ai = ∪
h∈Hi

A(h). Una estrategia pura si para el jugador

i = 1, ..., n en un juego en forma extensiva Γ es una función
si : Hi −→ Ai tal que para todo h ∈ Hi , si (h) ∈ A(h).



Modelo: Forma Normal

Definition (Forma normal)

Para i = 1, ..., n; sea Si = {si : Hi −→ Ai p si (h) ∈ A(h)},
s ∈ S =

N
Π
i=0

Si y definimos ζ(s) ∈ Z como el nodo final

correspondiente al único camino que sobre el árbol define la
estrategia conjunta s. Para i = 1, ...,N definimos
πi (s1, ..., sN) = ui (ζ(s1, ..., sN)). El juego
G = ({1, ...,N} , {Si}i=1,...,N , {πi}i=1,...,N) se llama la
representación normal del juego en forma extensiva.



Modelo: Estrategias mixtas y de comportamiento

Definition (Estrategias mixtas y de comportamiento)

Una estrategia mixta en un juego en forma extensiva es una
estrategia mixta del juego en su representación normal. Una
estrategia de comportamiento en un juego en forma extensiva es
una estrategia mixta del juego en su representación multiagente.
Alternativamente, una estrategia de comportamiento para el
jugador i es una función γi : Hi → ∆(Ai ) tal que para todo h ∈ Hi

el soporte de γi (h) está contenido en A(h).



Modelo: Memoria Perfecta

Las estrategias mixtas y de comportamiento son
estratégicamente equivalentes en juegos con memoria
perfecta.

Esto es, juegos en los que ningún jugador olvida sus acciones
o información adquirida en el pasado.

El teorema que establece la equivalencia estratégica entre
estrategias mixtas y de comportamiento en juegos de memoria
perfecta se debe a Kuhn (1953).
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Equilibrio Perfecto en Subjuegos

El concepto de estrategia de inducción hacia atrás no se
generaliza de forma inmediata al caso de juegos de
información imperfecta.

La generalización requiere la introducción del concepto de
subjuego.

Definition (Subjuegos)

Un subjuego de un juego en forma extensiva es un juego tal que:
(1) Comienza con un nodo que define un conjunto de información
que es un singleton. (2) Contiene todos los nodos sucesores y solo
estos. (3) Si un nodo está en el subjuego entonces todo nodo en su
conjunto de información también está (es decir, no hay conjuntos
de información divididos por el subjuego).

A. Riascos Aplicaciones



Equilibrio Perfecto en Subjuegos

Definition (Equilibrio perfecto en subjuegos)

Una estrategia conjunta s es un equilibrio perfecto en subjuegos si
induce un equilibrio de Nash - Cournot de todo subjuego.



Equilibrio Perfecto en Subjuegos

Example

En este juego existen dos equilibrios de Nash en el único subjuego
(propio): (L, l) y (R, r) y dos en subjuegos: ((O, L), l) y ((I ,R), r).
Obsérvese que ((O,R), l) es un equilibrio de Nash pero no es un
equilibrio perfecto en subjuegos (i.e., no es créıble).



Equilibrio Perfecto en Subjuegos

Example

En el siguiente juego vemos como el concepto de equilibrio
perfecto en subjuegos selecciona un único equilibrio de Nash de
tres equilibrios de Nash que existen. Obsérvese que uno de los
equilibrios eliminados no es créıble (i.e, (O,R,l)) y el otro es
dominado (i.e., (O,L,l)).

Riascos, A. Teoría de Juegos y sus Aplicaciones Versión 3.0, 2020
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fecto en subjuegos. Sin embargo, ((A, D) , b) es un equilibrio de Nash que
domina el equilibrio perfecto en subjuegos.

Teorema 6.12. En un juego información perfecta, el conjunto de estrategias
de inducción hacias atrás coincide con los equilibrio perfectos en subjuegos.

El análogo del teorema de Nash para juegos de información imperfecta es el
siguiente teorema de Selten.

Teorema 6.13 (Selten). Todo juego finito en forma extensiva de memoria
perfecta tiene un equilibrio perfecto en subjuegos (posiblemente en estrate-
gias de comportamiento).

Ejercicio 6.14 (Necesidad de memoria perfecta). El siguiente juego ilustra
la necesidad de la hipótesis de memoria perfecta en el teorema de Selten.
Demostrar que el juego de la figura 7,39 no tiene un equilibrio en estrategias
de comportamiento.

Ejemplo 6.15 (Piccione y Rubinstein). Este es un juego de memoria im-
perfecta donde un agente puede estar tentado a cambiar de decisión a pesar
de no haber recibido ninguna información adicional.
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Equilibrio Perfecto en Subjuegos

Theorem

En un juego información perfecta, el conjunto de estrategias de
inducción hacias atrás coincide con los equilibrio perfectos en
subjuegos.

Theorem (Selten)

Todo juego finito en forma extensiva de memoria perfecta tiene un
equilibrio perfecto en subjuegos (posiblemente en estrategias de
comportamiento).



Equilibrio Perfecto en Subjuegos No Creible

Example

El siguiente juego no tiene subjuegos propios. Los equilibrios de
Nash (A, b) y (B, a) son equilibrios perfectos en subjuegos. Sin
embargo el primero no es créıble. En particular, no es créıble que el
segundo jugador jugará b en caso de tener que jugar (no es
secuencialmente racional).

Riascos, A. Teoría de Juegos y sus Aplicaciones Versión 3.0, 2020
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Este concepto no impone ninguna restricción sobre los caminos que
no definen un subjuego.
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Racionalidad Secuencial

La necesidad de introducir un sistema de expectativas como parte
integral de la evaluación que de un juego lo ilustra el juego: (A, b)
es un equilibrio de Nash pero que este sea o no sea créıble depende
de con qué probabilidad cree el jugador que, en caso de que le
toque jugar, estará haciéndolo en uno u otro nodo.

Riascos, A. Teoría de Juegos y sus Aplicaciones Versión 3.0, 2020
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Figura 6.3: C1

juega L con probabilidad cero.

La necesidad de introducir un sistema de expectativas como parte integral
de la evaluación que de un juego la ilustra la siguiente modificación del juego
de la figura 6.1. La figura 6.3 muestra que ((A, b) es un equilibrio de Nash
pero que este sea o no sea creíble depende de con qué probabilidad cree el
jugador que, en caso de que le toque jugar, estará haciendolo en uno u otro
nodo.
Este ejemplo sugiere que el concepto de equilibrio perfecto en subjuegos
puede ser muy débil en ciertas ocasiones al no imponer ninguna restricción
sobre las acciones de un juego en conjuntos de información que no definen
un subjuego o sobre caminos que se encuentran por fuera del camino de
equilibrio.
Ahora, en la proxima sección vamos hacer evidentela importancia de tener
un modelo de apredizaje a lo largo del luego. Es decir, una forma formal
de ir incorporando nueva información en la medida que los jugadores van
conociendo sobre las jugadas de sus adversarios. Antes de entrar en esos
detalles, veamos un caso sencillo pero muy interesante.
Definamos el conjunto de todas las expectativas del agente i como �i =
[

h2Hi

�(h) donde �(h) denota el conjunto de distribuciones de probabilidad

sobre el conjunto de información h.

Definición 6.19 (Sistema de expectativas). Un sistema de expectativas de
un juego es un conjunto funciones {pi}i=1,...N , pi : Hi ! �i tal que pi(h) 2
�(h).

La interpretación es: pi(h) es la expectativa que tiene el jugador i de estar

151
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Racionalidad Secuencial

Definamos el conjunto de todas las expectativas del agente i
como ∆i = ∪

h∈Hi

∆(h) donde ∆(h) denota el conjunto de

distribuciones de probabilidad sobre el conjunto de
información h.

Definition (Sistema de expectativas)

Un sistema de expectativas de un juego es un conjunto funciones
{pi}i=1,...N , pi : Hi → ∆i tal que pi (h) ∈ ∆(h).

La interpretación es: pi (h) es la expectativa que tiene el
jugador i de estar en cada uno de los nodos de su conjunto de
información h.



Racionalidad Secuencial

Definition (Estimación)

Una estimación del juego es
(
{pi}i=1,...N , {bi}i=1,...N

)
donde

(pi )i=1,...N es un sistema de expectativas y (bi )i=1,...N son
estrategias de comportamiento.



Racionalidad Secuencial

Dada una estimación existe una forma natural de definir si las
estrategias de comportamiento son óptimas dadas las
expectativas de los jugadores (i.e., secuencialmente
racionales).

Fijemos una estimación del juego:
(
{pi}i=1,...N , {bi}i=1,...N

)
.

Sea k un nodo cualquiera, k ∈ Ki ; definimos ui (b p k) como
la utilidad del jugador i cuando suponemos que éste se
encuentra en este nodo y las estrategias de comportamiento
utilizadas por los jugadores son {bi}i=1,...N .

Obsérvese que esta utilidad la podemos interpretar como una
función: ui (b p ·) : Ki → R.

Definimos la utilidad del jugador i en el conjunto de
información h ∈ Hi cuando el perfil de estrategias de
comportamiento es {bi}i=1,...N y las expectativas del jugador
son pi (h) ∈ ∆i (h) como:

vi (b p h) = Epi (h) [ui (b p ·)] .



Racionalidad Secuencial

Example

Calculemos v1(b p I ) para el siguiente juego (jugador 1, conjunto
de información I como aparece en la figura): Analizamos
separadamente los 3 subjuegos con ráız x , y y z (dejando de lado
el hecho de que están en el mismo conjunto de información I ). Es
fácil ver que u1 (b p x) = 4, u1 (b p y) = 3 y u1 (b p z) = 6.
Supongamos que las expectativas del jugador 1 son
px = 1

2 , py = 1
3 , pz = 1

6 . Luego, dadas las expectativas del jugador
1 en I obtenemos: v1(b p I ) = 4.



Racionalidad Secuencial

ExampleRiascos, A. Teoría de Juegos y sus Aplicaciones Versión 3.0, 2020
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Figura 6.4: F

Desafortunadamente, una estimación secuencialmente racional no es nece-
sariamente un equilibrio perfecto en subjuegos. Ni siquiera un equilibrio de
Nash.

Ejemplo 6.23 (Racionalidad secuencial en el juego de cara y sello). Consi-
dere el siguiente juego (Cara y sello): Figura 6.5 Este juego tiene un único
equilibrio de Nash en estrategias de comportamiento: la estrategia mixta de
jugar cara con probabilidad 1

2 . Sin embargo la estimación: px = 0, py = 1,
((1, 0), (1, 0)) es secuencialmente racional pero no es un equilibrio de Nash.

6.3. Aprendizaje

En esta sección veremos la relevancia de definir un modelo de aprendizaje
en ambientes inciertos. El paradigma de modelo de aprendizaje en teoría de
la decisión es el regla de Bayes. El siguiente ejemplo llama la atención sobre
las sutilezas de este concepto.

Ejemplo 6.24 (Paradoja del gato). Una persona está frente a tres puertas
cerradas. Se sabe que detrás de alguna de las puertas hay un gato y el objetivo
de la persona es adivinar en qué puerta está el gato. La persona se le pide
escoger una puerta. Después una segunda persona que sabe donde está el
gato y cuál fue la puerta elegida por la primera persona, abre una de las
puertas en la que no esté el gato y que no haya sido la elegida por la primera
persona. La primera persona puede observar que la puerta que fue abierta
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Racionalidad Secuencial

Definition (Racionalidad secuencial)

Una estimación de un juego
(
{pi}i=1,...N , {bi}i=1,...N

)
es

secuencialmente racional si para todo jugador i , conjunto de
información h ∈ Hi y estrategia de comportamiento b′i del jugador
i tenemos:

vi (bi , b−i p h) ≥ vi ((b′i , b−i ) p h).



Racionalidad Secuencial

Intuitivamente, dada esa estimación del juego, ningún jugador
tiene incentivos unilaterales a desviarse.

Un equilibrio prefecto en subjuegos que no es créıble puede no
ser racionalmente secuencial (véase ejemplo anterior).

Desafortunadamente, una estimación secuencialmente racional
no es necesariamente un equilibrio perfecto en subjuegos. Ni
siquiera un equilibrio de Nash (e.g., cara y sello).
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Regla de Bayes

Example (Paradoja del gato)

Fromalizacion: supongamos que la primera elección fue la tercera
puerta. Sean A1,A2 y A3 los eventos en los cuales el gato está
detrás de la puerta 1, 2 o 3 respectivamente. Sean B1 y B2 los
eventos en los cuales el segundo jugador abre la puerta 1 o 2
respectivamente. Nuestro objetivo es calcular P(Ai | Bj). Entonces
dada la información del problema es natural suponer:

P(Ai ) =
1

3
,P(B1|A1) = P(B2 | A2) = 0

P(B1 | A2) = P(B2 | A1) = 1

y

P(B1|A3) = P(B2|A3) =
1

2
.

Entonces si la segunda persona abre la puerta 2 es fácil calcular,
usando la regla de Bayes, P (A1 | B2) = 2

3 .



Consistencia con la regla de Bayes

Definition (Consistencia con regla de Bayes)

Una estimación de un juego
(
{pi}i=1,...n , {bi}i=1,...n

)
es

consistente con la regla de Bayes si, dadas las estrategias de
comportamiento de todos los jugadores, la expectativa que tiene
cada jugador de estar en un nodo espećıfico es igual a la
probabilidad de alcanzar ese nodo, condicional a que se alcanza el
conjunto de información al que pertenece el nodo.

Obsérvese que esto no impone ninguna restricción sobre las
expectativas que puede tener un jugador de estar en un nodo
particular cuando la probabilidad de llegar al conjunto de
información que contiene ese nodo es cero.



Equilibrio perfecto Bayesiano débil

Definition (Equilibrio perfecto Bayesiano débil)

Una estimación de un juego es un equilbrio perfecto Bayesiano si
es secuencialmente racional y si la estimación es consistente con la
regla de Bayes.



Equilibrio perfecto Bayesiano débil: Observaciones

La estimación del juego de cara y sello del ejemplo anterior no
es consistente con la regla de Bayes por lo tanto no es un
equilibrio perfecto Bayesiano débil.

Todo equilibrio perfecto Bayesiano débil es un equilibrio de
Nash (véase Mas Colell, proposición 9.C.1 página 285).

Un equilibrio perfecto Bayesiano débil no tiene que ser
necesariamente un equilibrio perfecto en subjuegos como lo
demuestra el siguiente ejemplo.



Equilibrio perfecto Bayesiano débil que no es EPS

Example (Equilibrio perfecto Bayesiano débil que no es EPS)

(B,X ,D) es un equilibrio perfecto Bayesiano débil que lo sustenta
la creencia del jugador 3 de estar en el nodo superior de su
conjunto de información con probabilidad 0. Sin embargo, este no
es un equilibrio perfecto en subjuegos.

120 Refinements of Nash equilibrium: theory
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Figure 4.5: An extensive-form game with a weak perfect Bayesian equilibrium that is not
subgame perfect.

Definition 4.2. Furthermore, given these beliefs, we have

π3
(
D; B, X | µ̂, ĥ) = 2 > π3

(
C ; B, X | µ̂, ĥ) = 0,

where D and C are the two possible choices in ĥ. Thus, the strategy profile
considered satisfies the optimality required at the information set ĥ (part (a) of
Definition 4.2). It is straightforward to check that it is satisfied as well at all other
information sets, thus confirming that (B, X, D) is indeed a WPBE.

The above example illustrates a substantial drawback of the WPBE concept. Its
attempt to introduce explicit beliefs into the analysis of multistage games appears
to backfire. Even though WPBE achieves some sort of belief-based rationality at
every information set, it fails to guarantee the equilibrium features ensured by SPE
at proper subgames. It is easy to see that this problem cannot arise in very simple
games (e.g., those involving just two stages). But for games of even moderate
complexity (recall the game represented in Figure 4.5), WPBE may be too weak
and more stringent refinements need to be considered. One possibility in this respect
is afforded by a notion proposed by Fudenberg and Tirole (1991), Perfect Bayesian
Equilibrium, which strengthens WPBE by imposing some natural constraints on
how beliefs can be formed off the equilibrium path. Another earlier concept that
addresses the issue in a quite different fashion, sequential equilibrium, was proposed
by Kreps and Wilson (1982a). Since both of these approaches end up arriving at
similar solutions of the problem, our attention focuses on just one of them, namely,
sequential equilibrium, which is discussed at some length in Section 4.6.

Supplementary Material

4.5 Refinements excluding “untenable beliefs”: examples

In previous sections, our objective has been to propose robustness criteria that might
refine (i.e., selectively discard) Nash equilibria that include threats (contingent
behavior out of equilibrium) that would never be carried out by rational players.
Those threats were conceived as “incredible,” and thus unsuitable to support the
equilibrium in question.



Equilibrio perfecto Bayesiano débil con creencias no créıbles

Example (Equilibrio perfecto Bayesiano débil con creencias no
créıbles)

Las estrategias (x , l) son un EPBD con la creencia del jugador II
de estar parado en el nodo de la izquierda con probabilidad 0,9. Sin
embargo, esa creencia no es créıble.

Riascos, A. Juegos Estratégicos y sus Aplicaciones Versión 4.0, 2020
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Figura 6.12: Equilibrio perfecto Bayesiano débil que no es creíble (Fuente:
Ejemplo 9.C.4 de Mas Collel).

6.4. Creencias no creíbles

Dos restricciones adicionales que ayudan a restringir el universo de creencias
son las siguientes.

Definición 6.32 (Independencia). Las expectativas deben reflejar que los
jugadores escogen sus estrategias de forma independiente.

La figura 6.13 muestra un juego en el que la restricción de independencia
sobre la expectativas implica que α = β.

Definición 6.33 (Simetría). Jugadores con idéntica información deben tener
las mismas expectativas.

La figura 6.14 muestra un juego en el que la restricción de independencia y
simetría sobre la expectativas implica que α = β.
Las hipótesis de consistencia con la regla de Bayes, independencia y simetría
son equivalentes a que la evaluación de un juego sea consistente en el sentido
de la siguiente definición. 5

5Para más detalles véase Kohlberg y Reny [1997].
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Evaluaciones Consistentes

Definition (Evauluaciones Consistentes)

Decimos que una evaluación de un juego
(
{pi}i=1,...n , {bi}i=1,...n

)
es consistente si existe una sucesión de estrategias de
comportamiento conjuntas {bni }n tal que:

1 Para todo n y para todo i , bni es de soporte completo o
completamente mixta (i.e., toda estrategia pura tiene
probabilidad estrictamente positiva de ser elegida).

2 Para cada i , la sucesión {bki }k=1,... converge a bi .

3 Para cada i las expectativas que induce la sucesión {bki }k=1,...

de acuerdo a la regla de Bayes convergen a las expectativas pi .



Equilibrio Secuencial

Definition (Equilibrio Secuencial)

Una evaluación de un juego es un equilibrio secuencial si es
consistente y secuencialmente racional.

Intuitivamente, en ningún momento del juego (aún en conjuntos de
información con probabilidad cero de ser visitados) un jugador
tiene incentivos unilaterales a desviarse.



Equilibrio Secuencial

Theorem (Kreps y Wilson)

Todo juego en forma extensiva con memoria perfecta tiene un
equilibrio secuencial (posiblemente en estrategias de
comportamiento) y todo equilibrio secuencial es un equilibrio
perfecto en subjuegos.



Equilibrio perfecto Bayesiano débil que es perfecto en
subjuegos pero no equilibrio secuencial

Example

Equilibrio perfecto Bayesiano débil que es perfecto en subjuegos
pero no equilibrio secuencial. Las estrategias (A, b,U) son un
equilibrio perfecto Bayesiano débil siempre y cuando el jugador 3
crea que está en x31 con probabilidad superior a 2

3 . Este equilibrio
no es creible y no es un equilibrio secuencial.

128 Refinements of Nash equilibrium: theory

The iterative reasoning illustrated here can be formalized in a rigorous manner.
As we shall see in Section 4.8, its chain of forward-induction arguments essentially
amounts to a corresponding process of elimination of weakly dominated strategies.
Quite interestingly, we shall see that the outcome of this iterative process contrasts
sharply with the seemingly similar process of elimination of (strongly) dominated
strategies that was studied in Section 2.1.

4.6 Sequential equilibrium

The important shortcomings exhibited by the WPBE concept were illustrated in
Section 4.4. There, we showed that this equilibrium notion does not even guarantee
subgame perfection; i.e., it may allow for nonequilibrium behavior in some proper
subgames. To tackle the problem, the main issue concerns finding natural conditions
that suitably narrow down the unrestricted off-equilibrium beliefs permitted by the
WPBE concept. Of course, one of the primary objectives in this respect must be
to guarantee that the induced equilibria satisfy the basic requirement of subgame
perfection. But more generally, the objective should be to rule out all awkward (thus,
arguably “untenable”) belief imputations off the equilibrium path. To illustrate
some of the considerations involved in this task, consider the game represented in
Figure 4.10.

In this game, the strategy profile (A, b,U ) defines a Nash equilibrium. This
equilibrium is weak perfect Bayesian for any belief pattern µ̂ that satisfies

µ̂(x31) ≥ 2(1 − µ̂(x31)) (4.5)

or µ̂(x31) ≥ 2/3. Clearly, any assessment (recall Section 4.4) that involves a belief
pattern consistent with (4.5) and the strategy profile (A, b,U ) satisfies both (a) and

2

x31

a

U

V

b U

V

(0, 0, 1)

(0, 0, 0)

(0, 0, 0)

(2, 2, 2)

3

1

A
B

(1, 0, 0) 

C

(0, 1, 0)

(0, 0, 0)
a

b

x32

x21

x22

Figure 4.10: An extensive-form game with a WPBE that is not a sequential equilibrium.

Figura: Equilibrio perfecto Bayesiano débil que es perfecto en subjuegos
pero no equilibrio secuencial. Fuente: Figura 4.10 de Vega - Redondo.



Equilibrio Secuencial puede no ser créıble

Example

Equilibrio Secuencial puede no ser créıble. Las estrategias (A, b)
con sistema de expectativas pnodo inferior = 1 son un ES pero no es
créıble. Considere las estrategias bk1 = (1− 1

k − 1
k2 ,

1
k2 ,

1
k ) y

bk2 = (1− 1
k ,

1
k ).
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a

B
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(1, 0, 0)

(0, 1, 0)

(0, 0, 0)

(2, 2, 2)

(0, 0, 0)

(0, 0, 0)

(0, 0, 1)

Figura 6.16: Equilibrio perfecto Bayesiano débil que es perfecto en subjuegos
pero no equilibrio secuencial. Fuente: Figura 4.10 de Vega - Redondo.

Ejemplo 6.39. Equilibrio Secuencial puede no ser creíble. Considere el juego
de la figura 6.17 abajo. Este juego tiene un equilibrio secuencial (A, b) que
no es creíble.

1

b

a

C

b

a
B

A

2

(0, 2)

(2, 1)

(−1,−1)

(3, 0)

(−1, 0)

Figura 6.17: Equilibrio Secuencial que no es creíble.

Obsérvese que hasta este punto todos los argumentos para dudar sobre la
credibilidad de un equilibrio que lo sustenta una estrategia no creíble, se ba-
san esencialmente en un argumento de inducción hacia atrás. Intuitivamente,
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Figura: Equilibrio Secuencial que no es créıble.

No es créıble por inducción hacia atrás (i.e., los individuos se van a
portar racionalmente a lo largo del juego).
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