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Programacion Dinamica

Programacion Dindamica: Introduccién

@ Es una estrategia para resolver el problema de RL cuando se
conoce perfectamente el MDP.

@ Motiva todos los demds métodos mucho mas generales que
permiten resolver el problema de RL adin cuando el MDP es
conocido parcialmente o desconocido completamente.

@ Esto métodos son basados en la observacién de la interaccién
con el ambiente o en simulaciones.

@ La base de la PD son las ecuaciones de Bellman.

@ Decimos que es un método que hace bootstraps
(autoreferencia o itera sobre si mismo): utiliza estimaciones de
la funcién de interés (i.e., funcién valor o de politica) para
actualizar la misma funcién.
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Ecuaciones de Bellman

Ecuacién de Bellman: Funcién Valor del Estado

@ La ecuacién de Bellman de la funcién valor de estado es
(T =o0):

Vr(S) = Ex[Res1 +7Geg1 | 8]
= Zﬂ(a | $)(Ex[Rev1 | s, 8] + vEx[Geta | s, )
a

:Z (a|s) Zps r|s,a)r +vE;[Ge+1 | s, a]

a s'r

@ Ahora, consideremos la version muestra de E;[Gt41 | s, 3
para entender que variables entran en consideracién.
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Ecuacidon de Bellman: Funcidén Valor del Estado

o E;[Giy1|s,a] = Ex[Rey2 + YRie43 + ... | s, 4.
o Luego Giyi depende de (Sii1, Ari1, St+2, Ati2,-.).

@ La versidon muestral se obtiene simulando:

St =5,Ar=a— Sey1 ~ p(| S, At) = Arpr ~ 7(| Se41
1)

)
(
Stqo ~ P(| St+1, At+1) — At~ 7T(| 5t+2)
(2)

..(3)

luego, dado un S;1 = s’ este determina toda la simulacién
(se puede ignorar s y a).



Ecuacidon de Bellman: Funcidén Valor del Estado

@ Se sigue que:

EdGisn | s,al = S p(s' | 5,a)ExlGera | 5,281 (4)

s/
=Y p(s']5,3)Ex[Gerr | ST (5)
s/
donde la dltima igualdad es consecuencia de la propiedad de
Markov o puede deducirse de la versén muestral.
@ Ahora p(s’ | s, a) se obtiene de marginalizar p(s’,r | s, a).

@ Recapitulando con lo anterior, finalmente obtenemos la
ecuacion de Bellman de la funcién valor del estado:

ve(s) = Zﬂ(a | s) Z p(s’,r|s,a)(r+yve(s))

a r,s’



Ecuacidon de Bellman: Funcidén Valor del Estado

@ En resumen la ecuacién de Bellman de la funcién valor de
estado (i.e., ecuacién de Bellman de expectativas) es:

va(s) =Y _m(als) | Y _p(s',rls,a)(r+ve(s))

a r,s’

@ Dada una funcién de politica y un MDP, la ecuacién de
Bellman define un sistema de n ecuaciones lineales (i.e., una
por cada estado) y n incégnitas (i.e., vz(s)).



Cémo estimar la funcidn valor del estado?

@ El problema de estimacién de la funcién valor del estado para
una politica se conoce como Evaluacién de Politica o
Prediccion (i.e., estimar v.(s)):

© Fuerza bruta: simular muchos episodios como se mencioné en
la introduccién (no usa Bellman).

@ Resolver n-ecuaciones lineales. En la practica es
computacionalemnte muy complejo.

© Alternativamente, interpretar el problema como un problema
de punto fijo e iterar la funcion de Bellman: Evaluacién
iterativa de la funcién de politica (/terative Policy Evaluation).



Ejemplo: Proceso Markoviano de Recompensas

@ En vez de simular episodios y calcular el promedio de los
retornos se puede resolver la ecuacién de Bellman de la
funcién valor del estado. Obsérvece que en este ejemplo no es
necesario especificar un funcién de politica, no hay acciones.

Figura: Tomado de David Silver: Lecture 2
(https://www.davidsilver.uk /wp-content/uploads/2020,/03 /MDP.pdf).
v(s) se estima resolviendo las ecuaciones lineales de Bellman.



Ejemplo: Acciones sobre una grilla

o Considere la grilla de la figura. Las acciones son N,S,E,O. Una

accién que implique salirse de la grilla, no cambia el estado y
tiene recopensa -1.

@ Cualquier otra accidn tiene recopensa cero excepto, acciones
que saque al agente de A o B. Estas tienen recompensas de
10 y 5 respectivamente y modifican el estado como se
muestra en la figura.

e v=0,9

A B 3.3/8.8/4.4/53|1.5

NE 15]3.0| 23/1.9]05
uo] B <—I—> 0.1{0.7/0.7] 0.4|-0.4
/ ' 1.0-0.4-0.4-06-12)
AK Actions -1.9/-1.3-1.2-1.4]-2.0

Figure 3.2: Gridworld example: exceptional reward dynamics (left) and state-value function
for the equiprobable random policy (right).

Figura: Una accién que saque al agente de A o B ademds de la
recompensa transporta al agente a A’, B’ respectivamente.



Ecuacion de Bellman: Valor del Estado y la Accién

@ Un argumento idéntico al utilizado para derivar la ecuacion de
Bellman de la funcién valor nos lleva a:

n(s,2) = (Z (Zp(s', s, a)) F 4 VEnlGein | s, a])

r s’/

@ Ahora, por la ecuacién 5:

ExlGer1]s,al =) p(s'|s,a)Ex[Gerr| ST (6)

Sl

=3 p(s'|5.2)Y w(d | )EnlGeya | 5.1 (7)



Ecuacion de Bellman: Valor del Estado y la Accién

@ Despues de marginalizar p(s’, r,| s, a) se obetiene la ecuacion
de Bellman de la funcidn valor del estado y la accién:

4:(5,9) =YY p(s' 7| 5,9) ( DI CARIHES a’))
S a (9)

@ De nuevo este es un sistema lineal de ecuaciones en (s, a).
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Ecuaciones de Bellman Optimas

Preliminares: Mejoramiento de la Politica |

Proposicion

Supongamos que para s, a se cumple q-(s, a) > v.(s), entones
para todo s, vz(s) > vx(s), donde & se igual w para todo s # s
excepto en s = s donde 7(s) = a.

Si la primera desigualdad es estricta la segunda también para s.

Ve(8) ¢

Olnqs

¥, (e
= EChen o \’VW Gad | 2,9 ') T (g =
In (“\5)[['\0.'\"'(\/ (.S\m)\.s 0\]

'S

EE L‘\Hl t ‘(‘/:(W&N)IEJ
=By Chan ¥ YR b VR ) | )
= BE CGel®) = Vg(d)
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Preliminares: Mejoramiento de la Politica |

@ Otra forma equivalente de la proposicién anterior es:
Sean 7 y 7’ dos funciones de politica tales que para todo s,
Gr(s,7(s)) > vx(s), entones para todo s, v,/ (s) > vr(s)
Si la primera desigualdad es estricta en algtn estado, entonces
la segunda también en ese estado.



Ecuaciones de Bellman Optimas

Ecuacién de Bellman: Funcién Valor Optima

@ La ecuacién de Bellman para la funcién valor del estado se
debe cumplir para m = 7y, luego:

vi(s) = Zm(a | s) Z p(s’,rs,a)(r+yw(s))

r,s’

esto implica que:

Va(s) < max Zp(s’, r|s,a)(r+yv(s"))

r,s’
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Ecuacién de Bellman: Funcién Valor Optima

@ La proposicién anterior implica que no puede ser cierto que:

Va(s) < max Zp(s’, r|s,a)(r+yv(s))
r,s’
pues en ese caso existiria una politica mejor que 7.

@ De esta forma obtenemos la la ecuacion de Bellman de la
funcidn valor del estado 6ptima:

vi(s) = max Zp(s’, r|s,a) (r+yv(s))

r,s’



Ecuacién de Bellman: Funcién Valor Optima del Estado

Ecuacién de Bellman para la funcién valor del estado éptima:

Vi(s) = maéx Zp(sfﬂ rls,a) (r + ’yv*(sf))

r,s’

Obérvese que define un sistema de ecuaciones no lineales.

También puede interpretarse como el punto fijo de un
operador en un espacio de funciones. Esto motiva la siguiente
estrategia para solucionarla.

Obsérvese que esta ecuacidn es equivalente a:
vi(s) = maa'x g« (s, a) (10)

@ Esto establece una forma para ir de g.(s, a) — vi(s).



Ejemplo: Acciones sobre una grilla

A B 22.0(24.422.019.4/17.5 —><—I—><—<—I—><—

+5 19.8/22.0/19.8/17.8[16.0 L Pl PR

+10) B" 17.8/19.8/17.8/16.0{14.4 O o O

16.0{17.8/16.0|14.4(13.0 1. 1 PO PO

A4 14.4/16.0/14.4{13.0{11.7] t, 1 P D
Gridworld Vx T

Figure 3.5: Optimal solutions to the gridworld example.



Ecuaciéon de Bellman: Funcién Valor del Estado y la Accién

éptima

@ Ecuacién de Bellman para la funcién valor del estado y la
accién 6ptima:

(5.2) = Y p(sr [ 5.9) (r+ymixa.(s'.9) )
a/
r,s’

@ Obsérvese que esto es equivalente a:

g.(s,a) = Z p(s’,r s, a)(r+yw(s))

r,s’

@ Esto establece una forma para ir de vi(s) — g.(s, a).
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Evalucién o Prediccién de la Politica

Preliminares

@ El problema de estimaciéon de la funcién valor del estado para
una politica se conoce como Evaluacion de Politica o
Prediccion (i.e., estimar v(s)):

@ Este problema es conceptualmente sencillo: resolver
n-ecuaciones lineales. En la practica es computacionalemnte
muy complejo.

@ Alternativamente interpretar el problema como un problema
de punto fijo e iterar la ecuacién de Bellman: Evaluacién
iterativa de la funcién de politica (/terative Policy Evaluation).

e V-V (11)

@ Obsérvese que en principio se deben hacer muchas iteraciones.
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Evalucidon o Prediccidon de la Politica

@ Considere el siguiente ejemplo del robot que debe alcanzar el
estado terminal en una grilla. La columna izquierda muestra el
resultado de iterar la ecuacién de Bellman cuando la funcién
de politica es aleatoria uniforme.



Evaluaciéon de Politica o Prediccidn

Vg for the greedy policy
random policy w.rt. vk

0.0/ 0.0/ 0.0[ 0.0
0.0/ 0.0{ 0.0 0.0 ran_dom
0.0/ 0.0/ 0.0[ 0.0 policy

0.0/ 0.0] 0.0] 0.0

0.0]-1.0]-1.0]-1.0
-1.0{-1.0{-1.0|-1.0

k=1

-1.0{-1.0{-1.0{-1.0,

-1.0{-1.0{-1.0] 0.0

0.0{-1.7]-2.0{-2.0

-2.0{-2.0{-2.0|-1.7

-2.0{-2.0|-1.7] 0.0

H -
j\*m“

0.0]-2.4]-2.9[3.0

k=3 2.4]-2.9(3.0[-2.9 r <—L
2.9]-3.0]-2.9] 2.4

3.0]-2.9]-2.4] 0.0 Ll -

l'l'JT

0.0[-6.1]-8.4/-9.0
-6.1|-7.7|-8.4[-8.4] [

k=10 RN
-8.4(-8.4/-7.7|-6.1

-9.0]-8.4|-6.1] 0.0 L] -]

< | optimal
olic
= policy
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Iteracién de la Funcién de Politica
Iteracién de la Funcién Valor

. . . e AL Programacién Dinamica Asincrénica
Algoritmos para Estimar la Funcién Valor y de Politica Optima =

Preliminares: Mejoramiento de la Politica |l

Proposicion

Supongamos que para s, a se cumple q-(s, a) > g=(s, a), entones
para todo s, vz(s) > vx(s), donde & se igual w para todo s # s
excepto en s = s donde 7(s) = a.

Si la primera desigualdad es estricta la segunda también para s.

SHPMTR WU Q10 N WG e (TR WA S 4, (302 Ty (3.n)
aonees - Vg () 2 Vals) qu W s wnde Tw) - {"ts)‘stg
4. (2.9) = Vy(8)

|
vr o SMYSTR AN MFWTY

. 08:0) = Effhr YVaGyd\ 2 a)

Sa . 5tS

» Flais) Ay (5@ = T E LV F 0V, Gwd |8 a)
= 3 VLA Gy s W) = T Cha vV eI 8 7).V (s)
ES 2 @,n LS Y > Vi [8)
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Preliminares: Mejoramiento de la Politica |l

@ La politica 7’ que mejora la politica m de forma codiciosa:
7'(s) = argmax,q,(s, a) (12)

se llama politica de mejoramiento.



Iteracién de la Funcién de Politica
ion de la Funcién Valor
gramacién Dinamica Asincrénica

Algoritmos para Estimar la Funcién Valor y de Politica Optima

Iteracion de la Funcidn de Politica

@ Policy Iteration consiste en Evaluar, Mejorar, lterar varias
veces:

E I E 1 E 1 E
Mo — Vpy —> M —> Uy —> Mg —> =+ — Ty — Uy,

evaluation
Vvt
g \%
si—>greedy(V)
improvement
L]
L]
Policy evaluation Estimate v, R
Iterative policy evaluation .
Policy improvement Generate ©’ > 7 % "
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Iteracién de la Funcién de Politica: Ejemplo

@ Arrendamiento de autos: ver siguiente diapositiva.

) ™

20

e
[T o
s
S st b
e e et

5

#Cars at first location

LS
o
#(
ars
at s, &

¥ #Cars at second location 2

0

Figure 4.2: The sequence of policies found by policy iteration on Jack’s car rental problem,
and the final state-value function. The first five diagrams show, for each number of cars at
each location at the end of the day, the number of cars to be moved from the first location to
the second (negative numbers indicate transfers from the second location to the first). Each
successive policy is a strict improvement over the previous policy, and the last policy is optimal. B



Iteracién de la Funcién de Politica: Ejemplo

@ Cada auto se arrienda por 10.
@ Mover carros entres parqueaderos cuesta 2.

@ La solicitud y retorno de carros es una variable aleatoria con

distribucion de Poisson (conocida) p(n) = %e_)‘.

@ Maximo se pueden estacionar 10 autos por cada parqueadero.
Mdximo mover cinco carros por dia. Los carros solo se pueden
usar el dia después.

v=0,9.



Proceso Generalizado de lteracion de la Funcidon de Politica

@ Generalized Policy Iteration consiste en Evaluar, Mejorar,
Iterar de forma mas libre siempre buscando mejorar la politica
que se tiene y aproximando mas la funcién valor a la éptima
(quizas con apenas algunas interaciones en la evaluacién antes
de hacer mejoramiento de la politica).

o GPI refleja una estrategia de cooperacién/competencia entre
la funcién valor y la funcién de politica. Cuando se esta
evaluando la funcién valor, estan cooperando para ser
consitentes. Cuando se esta haciendo una mejora de la funcién
politica se estd compitiendo.



Iteracidn de la Funcion Valor

e Evaluar (una sola iteracién), Mejorar, Iterar.

@ Es un caso particular del método de iteracién de la funcién
politica: en el paso de evaluacién de la politica o prediccidn,
iterar una sola vez.

Problem v, A Vg

A Vg Ve v,

Figura: Tomado de David Silver: Lecture 2
(https://www.davidsilver.uk /wp-content /uploads/2020/03/MDP.pdf)



Programacién Dinamica Asincrénica

@ Los métodos descritos hasta este punto requieren que se
actualice la funcién valor en todos los estados.

@ Tres formas de evitarlo: In-place DP, Prioritize sweeeping y
DP en tiempo real.



In Place DP

@ Se actualiza la funcidn valor en un estado usando la ultima
funcién valor disponible.



Prioritize sweeeping

@ Se actualiza priorizando de acuerdo al estado en el cual el
cambio en la funcién valor es mayor.



Programacion Dindmica Resumen

Problem Bellman Equation Algorithm
Iterative
Policy Evaluation

Prediction | Bellman Expectation Equation

Bellman Expectation Equation

+ Greedy Policy Improvement Policy Iteration

Control

Control Bellman Optimality Equation Value Iteration

Figura: Tomado de David Silver: Lecture 2
(https://www.davidsilver.uk /wp-content /uploads/2020/03/MDP.pdf)
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Ejemplos

Ejemplo: Modelo basico de crecimiento Brock - Mirman
(1972) deterministico

e Sea u(ct) = log(ct), f(ke) = ki donde av € (0,1), 6 =1y ko

es dado.
@ El problema de crecimiento éptimo es:
oo
méxZBt log (ct)
leed 120
s.a 1 ke = ki — o,
¢, ke > 0.

@ El problema funcional asociado es:
v(k) = max{log(c)+ Bv(k* —c)}
s.a : 0<c<k®
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Ejemplo: Modelo basico de crecimiento Brock - Mirman

(1972) deterministico

@ Para resolver este problema utilizaremos el método dado por
el teorema del punto fijo para contracciones.

@ Sea v = 0, entonces:
vi(k) = max{log(c)}
Cc
s.a : 0<c<k®

este problema tiene la solucién de esquina ¢ = k%, luego
vi(k) = alog(k). Para calcular v, resolvemos el problema:

(k) = max{log(c) + falog(k® — )}
s.a  0<c<k®

«@
que lo resuelve ¢ = 1};% luego

va(k) = a(1 + Ba) log(k) + falog ( ) — log(1 + Ba).

Ba
1+ Ba



Ejemplo: Modelo basico de crecimiento Brock - Mirman

(1972) deterministico

@ Ahora, de igual forma podemos deducir que:

va(k) = o1+ Ba+ B%a?)log(k) + falog (1 f%a) +
2 2 Ba + f2a?
o+ ey (550 )
—log(1 + B+ f%a?) — Blog(1 + Ba)

@ Luego en general vemos que

va(k) = Ap + < Z (Ba)' ) log(k), donde A, es una
i=0
constante que debemos determinar.



Ejemplo: Modelo basico de crecimiento Brock - Mirman

(1972) deterministico

o Se sigue que v(k) = A+ % log(k), donde A es una
constante que podemos encontrar simplemente observando
que v debe satisfacer:

v(k) = mcéx{log(c) + Bv(k® —c)}

sa : 0<c<k®
Es decir,
A+ —2log(k) = méx{log(c)+ B(A+ ——— log(k” — c))}
1-fa & e & 1-fa &
s.a  0<c<k”

@ Con un poco de algebra se puede mostrar que la solucién a
este problema es ¢ = (1 — Sa)k® y
v(k) = t25(log(1 — Ba) + 125 log(Ba)) + 1% log(k).




Ejemplo: Modelo basico de crecimiento Brock - Mirman

(1972) deterministico

@ De esta forma tenemos que la dindmica de la variable de
estado satisface: ke y1 = Baky

@ La escogencia éptima para la variable de control, dada la
variable de estado, es: ¢; = (1 — Sa)k. La funcién que
expresa la escogencia dptima de las variables de control en
términos de las variables de estado se llama funcién de
politica.

@ Por tanto, en este caso, la funcién de politica es
ce = (1 — Ba)ki.



Ejemplo: Robot que debe alcanzar estado terminal en grilla

@ 15 estados.

| IHEEE
415167
819 1011
]3] I

Table 1: Small Gridworld: A simple example for MDP. In this Small Gridworld, each square with
number on it is a non-terminal state. The two shaded squares are the terminal state. The goal is
to make a robot move to the terminal state from any non-terminal state.



Ejemplo: Robot que debe alcanzar estado terminal en grilla

Funcién valor del estado (v = 1, recompensa = —1 siempre hasta
llegar a estado terminal, acciones = N,W,E,S; politica aleatoria - si
se sale del tablero no cambia el estado).

0.0 | -14. | -20. | -22.
-14. | -18. | -20. | -20.
-20. | -20. | -18. | -14.
-22. ] -20. | -14. | 0.0

Table 2: State-Value Function for a random policy in Small Gridworld. We obtain the value
functions for this Small Gridworld by solving linear systems of Bellman equations.



Ejemplo: Robot que debe alcanzar estado terminal en grilla

Funcién valor de la politica aleatoria.

k=0 k=1 k=2
0.0 |0.01]0.0]0.0 00 |-1.0|-1.0] -1.0 0.0 |-1.71]-2.0|-20
0.0 |0.01]0.0]0.0 -1.0 | -1.0 | -1.0 | -1.0 -1.7 | -2.0 | -2.0 | -2.0
0.0 |0.01]0.0]0.0 -1.0 | -1.0 | -1.0 | -1.0 -2.0 | -2.0 | -2.0 ]| -1.7
0.0 |0.01]0.0]0.0 -1.0 | -1.0 | -1.0 | 0.0 -2.0 | -2.0 | -1.7 | 0.0
k=3 k=10 k=00
00 |-24|-29]-3.0 0.0 -6.1 | -8.4 | -9.0 0.0 -14. | -20. | -22.
-24 1-29 | -3.0 ] -29 -6.1 -7.7 | -84 | -84 -14. -18. | -20. | -20.
-29 | -3.0|-29|-24 -8.4 -84 | -7.7 ] -6.1 -20. -20. | -18. | -14.
-3.0 | -29 | -24 ] 0.0 -9.0 -84 ]-6.1] 0.0 -22. -20. | -14. | 0.0

Table 3: Iterative policy evaluation for Small Gridworld. We show

iterations k£ = 0, 1, 2, 3, 10 of policy evaluation, and the true value functions denoted by k = co. We

the value functions we get at

could see that the value function are converging to the true value functions as k becomes larger.



Ejemplo: Robot que debe alcanzar estado terminal en grilla

Iteracién de ecuacién de optimalidad de Bellman.

k=0 k=1
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 | -1.0 | -1.0
0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 | -1.0 | -1.0 | -1.0
0.0 0.0 0.0 0.0 -1.0 | -1.0 | -1.0 | -1.0
0.0 0.0 | 0.0 | 0.0 -1.0 | -1.0 | -1.0 | 0.0
k=2 k=3
0.0 -1.0 | -2.0 | -2.0 00 |-1.0|-20]-3.0
-1.0 | -2.0 | -2.0 | -2.0 -1.0 | -2.0 | -3.0 | -2.0
-2.0 | -2.0]-2.0 | -1.0 -20 | -3.0]-20|-1.0
-20 | -2.0|-1.0 | 0.0 -3.0 | -20|-1.0 | 0.0

Table 5: Value Iteration for Small Gridworld. We show iterations k = 0,1,2,3 in value iteration.

Three steps of value iterations give the optimal value function.




Ejemplo: Robot que debe alcanzar estado terminal en grilla

Funcién de politica éptima

Bl V[ VWS
N [EN|ES| S
N [NE|SE[ S

NE|E | E N

Table 4: Optimal Policy in Small Gridworld. We illustrate the optimal policy obtained by policy
iteration in Small Gridworld. The robot will choose the greedy direction towards the terminal state.
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